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Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû

Ðàññìîòðèì k-àëãåáðó (chark = 0) äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ îò n ïåðåìåííûõ

Dn = k[[x1, . . . , xn]][∂1, . . . , ∂n]

Êàê îïèñàòü (êëàññèôèöèðîâàòü) âñå êîììóòàòèâíûå

k-ïîäàëãåáðû â Dn?

Ýòî î÷åíü òðóäíàÿ çàäà÷à, è â îáùåì âèäå îíà íå ðåøåíà äî

ñèõ ïîð. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ

äàæå íàõîæäåíèå íîâûõ íåòðèâèàëüíûõ ïðèìåðîâ òàêèõ

àëãåáð, ïîñêîëüêó îíè, êàê ïðàâèëî, ïîçâîëÿþò íàéòè íîâûå

ðåøåíèÿ èçâåñòíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìàò. ôèçèêè.

Íàèáîëåå ïîëíûé îòâåò åñòü äëÿ n = 1. Â ýòîì ñëó÷àå

êëàññèôèêàöèÿ âûãëÿäèò òàê:

Æåãëîâ Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà



Êëàññèôèêàöèÿ äëÿ n = 1

Áóäåì êëàññèôèöèðîâàòü òîëüêî àëãåáðû B ⊂ D1,

ñîäåðæàùèå îïåðàòîð ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1:

B� ýëëèïòè÷åñêàÿ⇐⇒ ∃P ∈ B,P = ∂n+pn−1(x)∂n−1+. . .+p0(x)

B1 ∼ B2 ⇐⇒ ∃f ∈ k[[x]]∗,B1 = f−1B2f

rk(B) := GCD{ord(Q)|Q ∈ B}

Òåîðåìà

Èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

[B ðàíãà r]/ ∼←→ [(C,P,F , π, φ) ðàíãà r]/ '

ãäå (C,P,F , π, φ) � ãåîìåòðè÷åñêèå äàííûå ðàíãà r, ò.å.
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Ãåîìåòðè÷åñêèå äàííûå

C � íåïðèâîäèìàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ íàä k;

P ∈ C � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà;

π : ÔP −→ k[[u]]

ëîêàëüíûé èçîìîðôèçì ëîêàëüíûõ êîëåö (u �

ëîêàëüíûé ïàðàìåòð â ò. P).

F � ïó÷îê áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà r ñ äîïîëíèòåëüíûìè

óñëîâèÿìè

H0(C,F) = 0, H1(C,F) = 0.

(Åñëè C � íåîñîáàÿ êðèâàÿ ðîäà g, òî F ëîêàëüíî

ñâîáîäåí ðàíãà r è ñòåïåíè 1 + r(g − 1))

φ : F̂P ' k[[u]]⊕r � èçîìîðôèçì ÔP-ìîäóëåé
(òðèâèàëèçàöèÿ F â òî÷êå P)

Æåãëîâ Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà



Ïðèìåð

Âîò îäèí èç ïðèìåðîâ. Åñëè âçÿòü ðàöèîíàëüíóþ êðèâóþ

y2 = x3, è îäíî èç ðàññëîåíèé ðàíãà 1 íà íåé, òî ïîëó÷àòñÿ

îïåðàòîðû

P = ∂2 − 2
1

(1− x)2
, Q = ∂3 − 3

1

(1− x)2
∂ − 3

1

(1− x)3
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Ñëó÷àé n = 2

Â ñëó÷àå n = 2 îêàçûâàåòñÿ ïðîùå êëàññèôèöèðîâàòü

ïîäàëãåáðû â ïîïîëíåííîé àëãåáðå äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ:

Îïðåäåëèì

D̂2 = D̂1[∂2] ⊃ D2 = k[[x1, x2]][∂1, ∂2],

ãäå

D̂1 = {a =
∑
q≥0

aq∂
q
1 |aq ∈ k[[x1, x2]]

è ∀ N ∈ N ∃ n ∈ N ò. ÷òî

ordM(am) > N ∀ m ≥ n} (1)

(çäåñü ordM(am) = max{j : am ∈ (x1, x2)j}).
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Â àëãåáðå D2 åñòü 2 ôóíêöèè ïîðÿäêà: îáû÷íàÿ (ord) è

ëåêñèêîãðàôè÷åñêàÿ (ordΓ). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíò

P ∈ D̂2 èìååò ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê ordΓ(P) = (l,m),
åñëè

P = p∂m2 + ÷ëåíû ìåíüøåãî ïîðÿäêà ïî ∂2,

è ord(p) = l.

B ⊂ D̂2� êâàçèýëëèïòè÷åñêàÿ⇐⇒ ∃P,Q ∈ B

ñ ordΓ(P) = (0, k) è ordΓ(Q) = (1, l)

B1 ∼ B2 ⇐⇒ ∃f ∈ D̂∗1,B1 = f−1B2f

rk(B) = GCD{q(a), ãäå a ∈ B ò. ÷òî ordΓ(a) = (0, q(a))}.
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Çàìå÷àíèå

Íàøå îïðåäåëåíèå ðàíãà îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî

îïðåäåëåíèÿ ðàíãà, ïðèãîäíîãî â ñëó÷àå êîãäà êîëüöî B �

êîëüöî îáû÷íûõ îïåðàòîðîâ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Èçâåñòíî, ÷òî íàø ðàíã âñåãäà ìåíüøå èëè ðàâåí îáû÷íîìó

ðàíãó.

Íàïîìíèì, ÷òî îáû÷íûé ðàíã ðàâåí ðàíãó ïó÷êà

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ èç B:

Q(f) = λf, Q ∈ B

Ýòî îïðåäåëåíèå èìååò ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ

(Áðàâåðìàíîì, Ýòèíãîôîì, Ãàéòñãîðè, 1998):
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Ðàññìîòðèì ïàðó (Λ, θ), ãäå Λ � íåïðèâîäèìîå n-ìåðíîå

àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå,

θ : OΛ → D(X)

� âëîæåíèå àëãåáð (D(X) � àëãåáðà äèô. îïåðàòîðîâ íà àëã.

ìíîãîîáðàçèè X). Òàêóþ ïàðó íàçûâàþò êâàíòîâîé âïîëíå

èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé (çäåñü àëãåáðà D(X) � êâàíòîâûé

àíàëîã ïóàññîíîâîé àëãåáðû O(T∗X)).
Ðàíãîì òàêîé ñèñòåìû íàçûâàþò ðàçìåðíîñòü ðåøåíèé

ñèñòåìû

θ(g)ψ = g(λ)ψ, g ∈ OΛ

â îáùåé òî÷êå λ ∈ Λ.
Â ñëó÷àå, êîãäà òàêîé (îáû÷íûé) ðàíã ðàâåí 1, ñîîòâ.

êîììóòàòèâíûå êîëüöà â D(X) íàçûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè
èíòåãðèðóåìûìè êâàíòîâûìè âïîëíå èíòåãðèðóåìûìè

ñèñòåìàìè.
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Ãåîìåòðè÷åñêèå äàííûå

Îïðåäåëåíèå

Íàáîð äàííûõ (X,C,P,F , π, φ) � ãåîìåòðè÷åñêèå äàííûå

ðàíãà r, åñëè îíè ñîñòîÿò èç:

X � ïðîåêòèâíàÿ íåïðèâîäèìàÿ ïîâåðõíîñòü íàä ïîëåì

k;

C � íåïðèâîäèìûé ïðèâåäåííûé îáèëüíûé Q-Êàðòüå

äèâèçîð íà X;

P ∈ C � ðåãóëÿðíàÿ íà C è íà X òî÷êà;

π : ÔP −→ k[[u, t]]

� ëîêàëüíûé ãîìîìîðôèçì ëîêàëüíûõ êîëåö (ñ

íåêîòîðûìè ñïåö. òåõíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè)

F � êâàçèêîãåðåíòíûé ïó÷îê áåç êðó÷åíèÿ íà X
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Òåîðåìà

Îïðåäåëåíèå

φ : F̂P ↪→ k[[u, t]] � ãîìîìîðôèçì ÔP-ìîäóëåé, òàêîé ÷òî
êîìïîçèöèÿ åñòåñòâåííûõ îòîáðàæåíèé

H0(X,F(nC′)) ↪→ F̂P
φ
↪→ k[[u, t]]→ k[[u, t]]/(u, t)ndr+1,

ãäå C′ = dC � î÷åíü îáèëüíûé äèâèçîð Êàðòüå, �

èçîìîðôèçìû ∀ n ≥ 0.

Òåîðåìà

Èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

[B ⊂ D̂2 ðàíãà r]/ ∼←→ [(X,C,P,F , π, φ) ðàíãà r]/ '

ãäå B � êîììóòàòèâíàÿ êâàçèýëëèïòè÷åñêàÿ êîíå÷íî

ïîðîæäåííàÿ ïîäàëãåáðà.
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Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

Êàêèå ãåîìåòðè÷åñêèå äàííûå îïèñûâàþò êîììóòàòèâíûå

ïîäàëãåáðû â D2? ×àñòî èùóò ïîäàëãåáðû ñ

äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè:

B ñîäåðæèò îïåðàòîðû P,Q ñ ïîñòîÿííûìè ñèìâîëàìè ò.÷.

ïåðåñå÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ äèâèçîðîâ îïåðàòîðîâ P,Q

ïóñòî.

Íàì óäàëîñü íàéòè íåñêîëüêî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé:

Ïîâåðõíîñòü X � Êîýíî-Ìàêîëååâà

Ïó÷îê F � êîãåðåíòíûé ðàíãà r è òîæå êîýíî-ìàêîëååâ;

Äèâèçîð C � ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ, C2 = 1/r.

Åñëè π : P1 → C � îòîáðàæåíèå íîðìàëèçàöèè, òî

F|C = π∗(OP1) åñëè rk(F) = 1.
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Ïðèìåðû

Ãèïîòåçà

Ýòè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè åñëè

rk(F) = 1.

Çàìå÷àíèå

Êîìì. êîëüöà îáûêíîâåííûõ äèôô. îïåðàòîðîâ ðàíãà 1 ñ

òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ çàìåí ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿþòñÿ

ëèøü ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè, ò.å. êðèâîé C, òî÷êîé P è

ïó÷êîì F .
Àíàëîãè÷íî, êîìì. êîëüöà â D̂2 ñ òî÷íîñòüþ äî

(äîïóñòèìûõ) ëèíåéíûõ çàìåí ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿþòñÿ

ëèøü ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè, ò.å. ïîâåðõíîñòüþ X,

êðèâîé C, òî÷êîé P è ïó÷êîì F .
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Áîëåå òîãî, ìîæíî îïðåäåëèòü ìîðôèçì îãðàíè÷åíèÿ

ζ :MX(χ)→MC(g),

ãäåMX(χ) � ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ïó÷êîâ áåç êðó÷åíèÿ

ðàíãà 1 íà ïîâåðõíîñòè X ñ ôèêñèðîâàííûì ïîëèíîìîì

Ãèëüáåðòà

χ(n) =
(nd + 1)(nd + 2)

2
,

àMC(g) � ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ïó÷êîâ áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà

1 ñòåïåíè g = pa(C) íà êðèâîé C.

Ãèïîòåçà

Ìîðôèçì ζ ñþðúåêòèâåí.
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Ïðèìåðû

Êàê íàéòè âñå ïîâåðõíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå

ïåðå÷èñëåííûì ñâîéñòâàì õîòÿ áû äëÿ ñëó÷àÿ r = 1 � ïîêà

íåðåøåííàÿ ïðîáëåìà. Òàêæå ïîêà èçâåñòíî íå î÷åíü ìíîãî

ïðèìåðîâ êîëåö äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàíãà 1.

Òåîðåìà

Ïóñòü B ⊂ D̂ � êîýíî-ìàêîëååâî êîíå÷íî ïîðîæäåííîå

êâàçè-ýëëèïòè÷åñêîå êîëüöî êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ.

Òîãäà B ñîäåðæèò ∂1 åñëè è òîëüêî åñëè äèâèçîð C �

Êàðòüå, ïó÷îê F � êîãåðåíòíûé ðàíãà 1, OC(C) ' OC(P), è
îòîáðàæåíèå

H1(X,OX)→ H1(X,OX(C))

èíúåêòèâíî.

Áîëåå òîãî, ïó÷îê F � Êîýíî-Ìàêîëååâ.
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Ïðèìåðû

Â áîëüøèíñòâå íåòðèâèàëüíûõ ïðèìåðîâ ïîâåðõíîñòü X

ðàöèîíàëüíà. Îäèí èç ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïðèìåðîâ

áûë ïðåäëîæåí Þ.Áåðåñòîì è À.Êàñìàíîì â 1998 ã.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îíè èñïîëüçîâàëè ïðåîáðàçîâàíèå Äàðáó,

ñòàðòóÿ ñ íåêîòîðûõ ïîäàëãåáð îïåðàòîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè. Âñå ýòè êîëüöà îáëàäàþò ñëåäóþùèì

ñâîéñòâîì:

èõ íîðìàëèçàöèè ñîâïàäàþò ñ êîëüöîì îïåðàòîðîâ ñ

ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè k[∂1, . . . , ∂n]. Îäèí èç íàøèõ
ñìåæíûõ ðåçóëüòàòîâ óòâåðæäàåò îáðàòíîå:
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Ïðèìåðû

Òåîðåìà

Ïóñòü B ⊂ D � êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà ðàíãà 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íîðìàëèçàöèÿ Spec(B) � ýòî A2.

Òîãäà ñóùåñòâóåò îïåðàòîð F ∈ B, òàêîé ÷òî
F−1BF ⊂ k[∂1, ∂2].

Åùå îäèí ñìåæíûé ðåçóëüòàò îïèñûâàåò íåêîòîðîå

ïîïîëíåíèå àôôèííîé ïëîñêîñòè, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ðàíåå

ðàçâèòóþ íàìè òåîðèþ ðèááîíîâ, è íå èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå

ðåçóëüòàòû Ìîððîó, Êîæèìû è Òàêàõàøè:

Òåîðåìà

Ïóñòü X � ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü, C ⊂ X � öåëûé

äèâèçîð Âåéëÿ, íå ñîäåðæàùèéñÿ â îñîáîì ëîêóñå X,

ÿâëÿþùèéñÿ òàêæå îáèëüíûì Q-Êàðòüå äèâèçîðîì, è ïóñòü

C2 = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X\C ' A2.

Òîãäà X ' P2, C ' P1.
Æåãëîâ Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà



Ïðèìåðû

Ïðèìåð (×àëûõ, Ôåéãèí, Âåñåëîâ)

Êâàíòîâàÿ ñèñòåìà Êàëîäæåðî-Ìîçåðà � ìàêñèìàëüíàÿ

ïîäàëãåáðà îïåðàòîðîâ, êîììóòèðóþùèõ ñ îïåðàòîðîì

Êàëîäæåðî-Ìîçåðà:

∂21 + ∂22 −
∑

i=1,...n

2

(cos(2πi/n)x2 − sin(2πi/n)x1)2
,

èçîìîðôíàÿ ïîäàëãåáðå êâàçèèíâàðèàíòîâ â êîëüöå

ìíîãî÷ëåíîâ k[u1, u2], ò.å. ïîäàëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ
f ∈ k[u1, u2], óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∂(cos(2πi/n)u2−sin(2πi/n)u1)(f) = 0.

Ýòî ïîäàëãåáðà ðàíãà 1 â D2. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé

ïîâåðõíîñòü X ðàöèîíàëüíà, åå íîðìàëèçàöèÿ � ýòî P2, è
îñîáûé ëîêóñ � îáðàç n ïðÿìûõ ïðè îòîáðàæåíèè

íîðìàëèçàöèè.
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Ïðèìåðû

Òåîðåìà (-,Burban)

Êâàíòîâàÿ ñèñòåìà Êàëîäæåðî-Ìîçåðà ñ òî÷íîñòüþ äî

çàìåíû ïåðåìåííûõ çàäàåòñÿ ñâîåé ñïåêòðàëüíîé

ïîâåðõíîñòüþ X.
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð

Ïóñòü X � çàìûêàíèå àôôèííîé ïîâåðõíîñòè SpecA, ãäå

A = (k[h][z, x]/(z2 − x(x + 3h2)2), âî âçâåøåííîì ïðîåêòèâíîì

ïðîñòðàíñòâå P(x, z, h,T), ãäå âåñà êîîðäèíàò (x, z, h,T)
ðàâíû (2, 3, 1, 1). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðå÷èñëèòü âñå

âîçìîæíûå ïó÷êè áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà 1 è íàéòè òåì ñàìûì

âñå âîçìîæíûå êîììóòàòèâíûå ïîäàëãåáðû â D̂2,

èçîìîðôíûå A. Âñå îíè áóäóò ñîäåðæàòü îïåðàòîðû

∂1 è ∂22 +
24∂21λ

(λ exp (ix2
√
3∂1) + exp (−ix2

√
3∂1))2

,

ãäå λ = a+b∂1
c+d∂1

, a, b, c, d ∈ k.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òàêîé ïîâåðõíîñòè íåò íåòðèâèàëüíûõ

êîììóòàòèâíûõ ïîäàëãåáð â D2.

Æåãëîâ Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà



Ïðèìåðû

Ïðèìåð

Ïóñòü X � çàìûêàíèå àôôèííîé ïîâåðõíîñòè

Spec(k[t−2, t−3, ut−2]), à F � ïðîäîëæåíèå ïó÷êà, çàäàííîãî

ìîäóëåì

W = 〈1 + t, t−iuj, i ≥ 1, 0 ≤ j ≤ i〉

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà îïåðàòîðîâ (ðàíãà 1)

ïîðîæäàåòñÿ îïåðàòîðàìè

P = ∂22 − 2
1

(1− x2)2
e−x1?∂1 ,

Q = ∂1∂2 +
1

1− x2
e−x1?∂1∂1,

P′ = ∂32 − 3
1

(1− x2)2
e−x1?∂1∂2 − 3

1

(1− x2)3
e−x1?∂1 .

ãäå e−x1?∂1 = 1− x1∂1 + x21∂
2
1/2!− x31∂

3
1/3! + . . ..
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